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Taille moyenne de certaines classes de chahes al6atoires 
NI. L. MEHTA et P. K. SRIVASTAVA 
Service de Physique ThCorique, Centre d’Etudes NuclCaires de Saclay, BP NO 2-91, 
Gif-sur-Yvette, France 
MS, r e p  le 3 Aovill969, en forme reoise‘e le 24 Juin 1969 

RBsum6. On considere des chaines akatoires sur trois rCseaux, (i) carrC sur un  plan, 
(ii) triangulaire sur un plan et (iii) cubique simple. La distance quadratique moyenne 
entre extrCmitCs est calculCe pour les chaines telles qu’aucune des sous-chaines 
d’ordre p ne se recoupe, et pour les premieres valeurs de p .  

Abstract. Random chains on three lattices (i) plane square, (ii) plane triangular and 
(iii) simple cubic are considered. The mean square end-to-end distance is calculated 
for those chains all of whose sub-chains of order p are non-selfintersecting, and for 
small values of p .  

1. Introduction 
La structure de longs polymeres peut &re reprisentie schkmatiquement par une 

marche aliatoire avec volume exclu (Flory 1953, Rubin 1952, Zimm et al. 1951, 1953). On 
considere souvent les marches alCatoires sur un rCseau rCgulier, Ies diplacements s’effectuant 
chaque fois au hasard avec une probabiliti Cgale dans toutes les directions (Fisher et 
Sykes 1959, Fisher et Hiley 1961, Frisch et al. 1951, Hammersley 1961, Kesten 1963, 
1964, Sykes 1961, Wall et al. 1957, Wall et Erpenbeck 1939). I1 est interdit de revisiter 
un point du riseau qui a CtC visit6 auparavant. Le probleme est de savoir quelle est la 
distance quadratique moyenne parcourue en fz pas quand n est grand. 

rZppelons chaine alkatoire sans recoupement, une telle marche; le nombre de pas n est 
sa longueur. Le seul risultat connu avec certitude est (Fisher et Sykes 1959, Fisher et Hiley 
1961, Frisch et al. 1951, Hammersley 1961, Kesten 1963, 1964) 

1 

n j x  n 
l im- lnC ,  = l n p  

oh C, est le nombre des chaines aliatoires sans recoupement de longueur IZ et p une constante 
qui ne dipend que du riseau. D’autre part, il y a des raisons de croire (Edwards 1965, 
Flory 1953, Volkenstein 1963) que la distance quadratique mopenne parcourue en n pas 
varie comme une puissance de tz 

lim n-’ ( rn2  ) = const. 
n i m  

oh Y, est la distance entre les deux extrimit& de la chaPne de longueur n et y une constante 
qui ne dCpend que du nombre de dimensions de l’espace. On estime m&me (des Cloizeaux 
1968, Edwards 1965, Flory 1953, de Gennes 1968) que 

s , < 4  
y =  I-“ s+2’ 

(3) 

oh S est le nombre de dimensions de l’espace. 
ConsidCrons la suite d’ensembles E,, E,, ... oc Ep est l’ensemble de toutes les chaines 

alkatoires qui ne se recoupent pas jusqu’d l’ordre p .  Autrement dit, les chaines de E, sont 
telles qu’on ne puisse visiter un point plusieurs fois qu’k condition que le nombre des pas 
effectuds entre deux visites successives soit supirieur k p .  Ainsi E, contient toutes les 
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chaines alCatoires sans aucune restriction, E2 est constituk par les chaines de E, qui ne 
contiennent pas de retours immidiats, E3 par les chaines de E, qui ne contiennent pas de 
triangles et ainsi de suite. 

Comme nous le verrons, la distance quadratique moyenne ( T , ~ ) ,  pour ces ensembles 
est proportionnelle B n. 

1 
n+io n 
lim - ( Y , ~ ) ,  = k, (4) 

Seul le coefficient de proportionnalitk k, change avec p. Si 1’Cquation (2) est correcte, k, 
doit varier comme p‘-l pour p +E, ou encore 

Ink, 
lim (?;;F;) = 7-1 
P +cc 

et la pente aspmptotique de In k, en fonction de In p est Cgale B y - 1, 
Nous avons calculC k, pour les valeurs de p suivantes: 
(i) RCseau card sur le plan, p = 2, 4, 6, 8. 
(ii) RCseau triangulaire sur le plan, p = 2, 3, 4, 5 ,  6. 
(iii) RCseau cubique simple B trois dimensions, p = 2, 4, 6. 
Les rCsultats sont donnCs sous forme de tableaux et In k, est track en fonction de l n p  

sur les figures 2 et 3. 

2. Marches algatoires sans recoupement jusqu’h un certain ordre 
ConsidCrons un rCseau car& sur un plan. NumCrotons d’une faqon arbitraire les struc- 

tures possibles des chaines sans recoupement de longueur p - 1, Ainsi B chaque chaine sans 
recoupement de longueur p -  1 correspond un entier et inversement. Soit N(n,  x, y ,  2 )  le 
nombre des chaines de longueur n( 3 p )  qui satisfont aux conditions suivantes: 

(i) Elles sont sans recoupement jusqu’a l’ordre p ; c’est-A-dire que toutes les sous-chaines 
de longueur p sont sans recoupement. 

(ii) Elles partent de l’origine et se terminent au point (x, y ) .  
(iii) La structure de leurs derniers p - 1 maillons correspond B l’entier 1. 
En ajoutant un maillon de plus B chacune de ces chaines de telle faqon qu’il n’y ait pas 

de recoupement parmi les derniers p maillons, on obtient des chaines de longueur n+ 1 
sans recoupement jusqu’h l’ordre p. On a alors 

N(n + 1 , x, y ,  Z) = 2 {q(I)N(n, x - 1, y ,  Z’) + a,(l)N(n, x + 1, y ,  1’) 

+ a,(I)iV(n, x, y - 1, Z’) + a4(l)A7(n, x, y + 1, 1’)) 
I‘ 

(6) 
oh trois des nombres a,‘”, a,(l), a3(l), a4(l) sont nuls et le quatridme est Cgal B 1. Par exemple, 
si la structure Z est telle que la chahe doit passer par le point (x - 1, y )  juste avant d’arriver 
en (x, y )  au (a+ 1)kme pas, alors a, = 1, a2 = a3 = a4 = 0. Pour chaque structure I ,  on a 
une Cquation de la forme (6). Prenant la transformde de Fourier par rapport B x , y ,  on 
peut mettre toutes ces Cquations sous forme matricielle 

A7(n+ 1, a ,  p ,  I) = 2 Al,” %, p,  Z’). (7) 
1’ 

I1 est facile de deviner la structure de la matrice A. ConsidCrons toutes les chaines sans 
recoupement de longueur p- 1. Leur nombre est l’ordre de la matrice A. Si les p- 1 

A L  
r P-1 

0, I 2 I’ P 3  P 
- 

Figure 1. Exemple de structures I‘ et 1, pour les chaines de longueur p ,  dkterminant les 
klkments non nuls de la matrice A. La chaine n’est pas nkcessairement droite comme 

reprksentke ici. 
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premiers maillons d'une de ces chaines (voir figure 1) ont une structure I' et les p -  1 
derniers maillons de la mCme chaine ont une structure 1, 1'Cltment de matrice All /  est non 
nul; sa valeur est Cgale au nombre de telles chaines qui est un mutliplit par un facteur de 
phase ne ddpendant que de 1. Ce facteur de phase est e-iE, e'", e-ib ou eiB suivant que 
le dernier maillon de la structure 2 est un pas dans la direction +x, -x ,  + y  ou - y  
respectivement. En itCrant I'Cquation (7)  on a 

ob A( a, 6) est la valeur caractkristique de la matrice A ayant la plus grande valeur absolue, 
et ob f(a, p) dCpend des conditions initiales. En prenant la transformke inverse, on a: 

et donc 

De meme, on a 

D'apris les Cquations (10) et (11) 

Par symttrie, les valeurs moyennes de x et de y sont nulles et celles de x2 et de y2 sont 
Cgales. C'est-&-dire que 

e t  

On a donc 

L'effort nkcessaire pour construire la matrice A augmente rapidement avec p .  Nous 
avons fait le calcul jusqu'h p = 8 pour le rCseau card sur un plan. Les valeurs numCriques 
de X(a, P)  pour = 0 sont donnCs dans le tableau 1. Le calcul pour le rCseau cubique 
simple s'effectue d'une maniire semblable et les rCsultats sont donnCs dans le tableau 2. 

Pour le rkseau triangulaire sur un plan on peut utiliser des axes obliques. L'Cquation (14) 
est alors remplacCe par 
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Tableau 1. Valeurs de Ap(u, 0) pour le reseau carre sur un plan 

- U2 A4 A6 A* 
0 2.8312 2,7756 2.7445 

0.01 2.8506 2.7980 2.7694 

0.03 2.8886 2,8412 2,8167 
0.02 2.8697 2.8198 2.7935 

/ I p ( & ,  p) est la valeur caracthristique 
de la matrice A ayant la plus grande 
valeur absolue et p indique l’ordre 
jusqu’auquel les chaines ne se recoupent 

pas. 

Tableau 2. Valeurs de A,(u, 0, 0) pour le reseau cubique simple h trois 
dimensions 

- x 2  A4 A6 

0 4.8645 4.8074 
0.01 4.8776 4.8214 
0.02 4.8907 4.8354 
0.03 4,9039 4.8495 

Les chaines ne se recoupent 
pas jusqu’il’ordrep. 

Tableau 3. Valeurs de &(U, 0) = Ap(u, U) pour le reseau triangulaire sur un 
plan 

- U2 A3 A4 A5 A6 

0 4.6458 4,5064 4,4336 4.3864 
0.01 4.6765 4.5415 4.4722 4.4280 
0.02 4.7070 4.5761 4.5100 4.4686 
0.03 4.7373 4.6104 4.5472 4.5082 

Les chaines ne se recoupent pas jusqu’h l’ordre p. 

Tableau 4. Coefficient kp de Yequation (31) pour les divers reseaux etudies 

P 0 2 3 4 5 6 8 
3.2637 3.7078 - 2.7582 - RCseau card  1.0 2.0 

sur un plan 
Cubique 1.0 1 e 5  - 1.6001 - 1.7333 
simple 
Triangulaire 1.0 1.5 1.9897 2.3517 2,6354 2.8825 
sur un plan 

et il suffira de calculer numkriquement les deux suites A( x ,  0) et A( ct, a). Nous trouvons 
que A(E, 0) = A(K, K) relation dont nous ignorons la raison profonde. Les rksultats sont 
donnkes dans le tableau 3. Le coefficient 

1 
k, = l im-<rnz)p (16) 

n +m 

oh ( Y , ~ ) ~  est la distance quadratique moyenne entre les deux extr&mitks des chaines qui 
ne se recoupent pas jusqu’d l’ordre p ,  est obtenu par dkrivation numkrique de A. Les 
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risultats sont donnCs dans le tableau 4. Pour miem les appricier on a port6 In k, en fonc- 
tion de l n p  sur les figures 2 et 3. 

x RLseau t r i a n g u l a i r e  / 

2 3 4 5 6 7 8  
Ln P 

Figure 2. Graphiques de In k, en fonction de Inp pour les rCseaux sur un plan, le 
reseau carrC et le rCseau triangulaire. Les droites de pente 9 sont Cgalement trades. 

I I I 

2 4 6 0 
i n  P 

Figure 3. Graphique de In k, en fonction de In p pour le rCseau cubique simple B trois 
dimensions. Une droite de pente est Cgalement trade.  

3. Conclusion 
Supposons que 1’Cquation (2) soit vraie. Alors d’aprb 1’Cquation ( 5 )  y -  1 est la pente 

asymptotique de In k, en fonction de In p .  Malheureusement nous n’avons que quelques 
points sur les figures 2 et 3, et il n’est pas s6r que la r6gion asymptotique soit atteinte. Sur 
les m&mes figures sont aussi tracties les droites correspondant A y -  1 = + pour deux 
dimensions et y - 1 = 5 pour trois dimensions, vaIeurs donnCes par 1’Cquation (3). L’accord 
parait bon surtout pour le &eau triangulaire plan. 
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